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В работе разработаны пошаговые алгоритмы решения задач оптимального 

управления, основанные на методе последовательных приближений и мето-

де вариаций в пространстве управлений. Проведено численное исследование 

и сравнительный анализ разработанных алгоритмов при различной вели-

чине точности. 
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Математическая теория оптимального управления изучает явления, процессы и си-

стемы, на которые можно воздействовать. Основная цель теории – создать методы и 

способы выбора управляющего воздействия для получения наилучшего результата. На 

данный момент не разработано единого универсального метода решения этой задачи, 

что в основном объясняется трудностью решения задач оптимального управления. 

Данная работа посвящена разработке эффективных и универсальных алгоритмов чис-

ленного решения задач оптимизации. 

Пусть состояние физического процесса или объекта характеризуется переменными 

состояния (фазовыми координатами) 
( ) ( ) ( )txtxtx

n
K,,

21 . Физический процесс или ди-

намика объекта описывается системой дифференциальных уравнений (уравнениями 

состояния):  

( ),,,,,

21
uxxxtf

dt

dx
ni

i
K=

 ,,,1 ni K=  (1) 

где ( )tuu =  – функция, характеризующая управляющее воздействие, t – время. 

Задача оптимального управления заключается в определении функции управления 

( )tuu =  в интервале 
,

0
Ttt ≤≤

 которая обеспечивает экстремум (максимум и мини-

мум) критерия качества, заданного в виде функционала: 

,))(,())(),(,(
1

0

0

∫ +=
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t

TxTFdttutxtfI

 (2) 

и удовлетворяет ограничению:  
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,0)( ≤uϕ  (3) 

где ),,,(0 utxf ),( xTF  – заданные непрерывно дифференцируемые функции. В каче-

стве критериев качества могут приниматься энергетические затраты, время достиже-

ния цели, ошибка управления, стоимость, минимальный расход продукта и т.п.  

Решение задачи оптимального управления требует задания начальных 
( )
0
tx

i  и конеч-

ных состояний 
( )Tx
i , .,,1 ni K=  

Оптимальное управление ( )tuu =  определяет оптимальную траекторию 
( )txx
ii

=

 в n -

мерном фазовом пространстве, движение по которой из начального состояния обес-

печивает достижение оптимального значения функционала (критерия качества)[1]. 

Рассмотрим различные алгоритмы для решения задач оптимального управления. 

Алгоритм метода последовательных приближений. 

Задача оптимального управления (1) – (3) с помощью принципа максимума [2] может 

быть сведена к решению краевой задачи системы дифференциальных уравнений 2n-

го порядка.  

Введем −n мерный вектор 
( )

n
ψψψ ,,

1
K=

 сопряженных переменных и функцию Га-

мильтона: 

( ) ( )uxtfuxtH T
,,,,, ψψ = . (4) 

Запишем сопряженную систему:  

( ) ( )( )
,

,,

1
j

i

j
n

j

i

x

tutxtf

dt

d
ψ

ψ

∂

∂
Σ−=
=

 ni ,,1K=  (5) 

с граничными условиями: 

( )
( )( )
x

TxF
T

∂

∂
−=ψ

.  (6) 

Согласно принципу максимума искомое оптимальное управление доставляет функции 

( )uxtH ,,, ψ  максимум по Uu∈ при любом 
[ ]Ttt ,
0

∈
, если ( )tx  и ( )tψ  удовлетворяют 

системе (1) и граничным условиям (6).  

Одним из наиболее распространенных методов решения указанной краевой задачи 

является метод последовательных приближений в пространстве управлений [3]. 

Задаем начальное приближение управления ( )tu
0

, 
( )Ttt ≤≤
0  и полагаем счетчик чис-

ла итераций равным 0. 
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Метод итерационный и k  итерация заключается в следующем: 

1. Интегрируем управляемую систему с управлением ( )tuu
k

=  до момента Tt = . 

При этом определяется траектория ( )tx
k

 и граничные условия для сопряжен-

ной системы. 

2. Интегрируем сопряженную систему от момента Tt = до 0
tt =

 при ( )tuu
k

= , 

( )txx
k

=  – определяем сопряженные переменные ( )tkψ  на интервале 
[ ]Tt ,
0 . 

3. Определяем новое приближение ( )tu
k 1+

 на интервале 
[ ]Tt ,
0  из максимума 

функции ( )uxtH ,,, ψ : 

4. 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ).,,,max)(,,,

1
tuttxtHtuttxtH

kk

Uu

kkk
ψψ

∈

+

=

 (7) 

5. Если условие (7) определяет ( )tu
k 1+

 неединственным образом, то выбираем лю-

бое из возможных значений. После этого переходим к следующей итерации и т. 

д.  

Если процесс последовательных приближений сходится, то продолжаем его до тех 

пор, пока последующие приближения не будут отличаться друг от друга в пределах 

заданной точности. Полученное после сходимости решение будет удовлетворять 

принципу максимума. Следует также отметить, что сходимость итерационного про-

цесса существенно зависит от выбора первого приближения.  

Алгоритм метода вариаций. 

Метод вариаций по своей сути является методом перебора вариантов в фазовом про-

странстве, каждый раз определяем минимум функционала качества.  

Метод вариаций в пространстве управлений состоит в следующем. Производится ва-

риация траектории в дискретных точках, отстоящих на время dt , по каждой из ком-

понент вектора x , причем при варьировании −k ой точки все остальные считаются 

фиксированными. Если значение критерия качества уменьшилось, то движение про-

должается в этом направлении. Метод вариаций в пространстве управлений представ-

ляет сочетание дискретизации задачи с методом покоординатного спуска. 

Положим, что известно некоторое управление Utu ∈)( , которое будем называть не-

возмущенным управлением. 

В методе вариаций на каждой итерации вариация uδ  управления )(tu  определяется 

путем минимизации линейной части приращения функционала )(uI , вызванного 

этой вариацией:  
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)()(min)(min
0

0
tutWduI

T

T

UuUu

δδ
δδδδ
∫

∈∈

=

. 

Здесь Uδ – некоторая малая окрестность невозмущенного управления )(tu . 

Общая схема метода вариаций в пространстве управлений: 

1. Полагаем счетчик числа итераций k  равным нулю и задаем начальное прибли-

жение к оптимальному управлению Utu
k

∈)( . 

2. Решаем задачу Коши для системы дифференциальных уравнений (1) с управле-

нием, полученным на предыдущем шаге – получаем фазовую траекторию ( )tx
k

. 

3. Вычисляем )(uI
k

 – значение функционала качества (3) на невозмущенной тра-

ектории )(tu
k

. Запоминаем значение критерия и управление в достаточном 

числе точек. 

4. В окрестности невозмущенной траектории )(tu
k

выполняем линеаризацию за-

дачи – вычисляем функциональную производную u

uI
tW

k

k

∂

∂
=

)(
)(

0

 и определяем 

окрестность 
k

Uδ  невозмущенной траектории. 

5. Из условия 

6. 

( ) ,)()(min)(min
0

0
dttutWduI

T
TT

Uu

k

Uu
kk

δδ
δδδδ
∫
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=

 

7. находим приращение 
k

uδ  управления )(tu
k

 

8. Полагаем 
kkk

ututu δ+=
+ )()(1 .  

9. Повторяем цикл с п.2 до тех пор, пока не выполнится условие εδ <
k

u .  

Вычислительный эксперимент. 

На основе созданных алгоритмов реализован программный комплекс в среде про-

граммирования Delphi, который включает возможности остановки процесса [4]-[5]. 

При этом погрешности будут рассчитываться по евклидовой норме.  

Тестовый пример. Пусть управляемый процесс описывается системой дифференци-

альных уравнений: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( )



+−=

=

tutxtx

txtx

12

21
,

&

&

 (8) 

с начальными условиями:  

0)0(
1

=x , 0)0(
2

=x  (9) 

и следующими ограничениями на переменную времени:  

π20 ≤≤ t  (10) 

и на управление:  

.1≤u

 (11) 

Критерий оптимизации имеет вид  

( ) .min2
2

→= πxI  (12) 

Требуется найти оптимальное управление ( )tu
∗

 и соответствующую ему траекторию 

( )tx
∗

, которые удовлетворяют уравнениям (8)–(9), ограничениям (10)–(11) и условию 

(12).  

Результат аналитического решения задачи представлен в работе [6]. В таблице 1 пред-

ставлен сравнительный анализ результатов численного решения задачи (8)–(12) мето-

дом вариации и методом последовательных приближений при различных значениях 

начального приближения, точности вычислений. 

Полученные результаты показывают удовлетворительное согласование с аналитиче-

ским решением. 

 

Таблица 1. Сравнительный анализ результатов решения задачи при точности вычислений 10-3 

 

Начальное 

приближение 

0
u  

Скорость 

вычислений, 

с 

Погрешность Значение 

функционала

min
I  u

ε  
1
x

ε  
2
x

ε  

Метод вариаций 0.9 3.84 2.962 0.016 0.017 -3.996 

Метод последователь-

ных приближений 
0.9 0.54 0.998 1.419 1.419 -3.783 
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