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В работе рассматривается вопрос об устойчивости циклов, возникающих в 

задаче о бифуркации точек равновесия дискретных динамических систем в 

случае слабого резонанса. Получены новые признаки устойчивости циклов и 

точек равновесия, определены характеристики, определяющие свойства 

устойчивости.  
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Рассматривается дискретная динамическая система, зависящая от двух параметров в 

нормальной форме ([1], [2]) 

� = �(�,�)�� + ��(�,�,�)�, � ∈ ��.  (1) 

Здесь �	�,�
 = (1 + �) ��
�2�(�� + �) −���2�(�� + �)
���2�(�� + �) �
�2�(�� + �) � , где �� =

�

�
 – несократимая 

дробь и 0 ≤ �� ≤ 1/2, нелинейность ��(�,�,�)имеет вид 

��	�,�,�
 = (�� + ��) ���� −���
��� + ����, 

� = 	�,�
�. 

Для системы (1) значение (��,��) = (0.0) является точкой бифуркации q-циклов в соот-

ветствии со следующим определением [2].  

Значениe (��,��) называется точкой бифуркации q-циклов системы (1), если суще-

ствуют последовательности �� → ��, �� → �� такие, что при каждом � = �� ,� = �� си-

стема (1) имеет ненулевой q-цикл ��
∗ = ���

� ,��
� ,��

� , … ,��	�
� �, причем max

�
�
�	�
���

�� → 0. 

Известно [3], что тогда на плоскости параметров(�,�)существует область клювообраз-

ной формы (язык Арнольда), вершина которой лежит в точке (��,��) = (0.0) (в этой 

точке матрица	�(�,�)имеет собственные значения ���
��с рациональным ��). Язык 

Арнольда представляет множество тех значений параметров (�,�), при которых си-

стема (1) имеет q-циклы, амплитуды которых стремятся к нулю при стремлении (�,�) 
к ( �� , ��) = (0.0) . Языки Арнольда при 1 ≤ � ≤ 4	 (сильный резонанс) являются 

достаточно широкими, а при � ≥ 5	(слабый резонанс) эти множества черезвычайно 

узкие: фактически вырождаются в кривую. 
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В настоящей работе рассматривается вопрос об устойчивости возникающих при би-

фуркации q-циклов и порождающей их нулевой неподвижной точки системы (1) в слу-

чае слабого резонанса. Приводятся критерии устойчивости этих решений. 

Приведем утверждение, доказанное в работе [2]. 

Точки q-циклов системы (1) являются неподвижными точками дискретной динамиче-

ской системы 

� = �(�,�)�� + ��(�,�,�)�, � ∈ ��,  (2) 

где  

�	�,�
 = ��(�,�),��	�,�,�
 = ���	�(�,�)��(��	��,�,�)
�

���

. 

Положим� �(�,�,�) = �(�,�)��	�,�,�
. Пусть� и ! – произвольные единичные ортого-

нальные векторы. 

Определим числа 

�� = −
�

�
(� �, �), �� = −

�

���
(� �,!),   (3) 

где � � = � �(�,��,��). Эти числа не зависят от выбора векторов � и !. 

Теорема 1. Пусть � ≥ 5	. Тогда существуют непрерывные функции �	"
 = "��� + 
("�), 
�	"
 = "��� + 
("�), �	"
 = "� + 
(") такие, что система (1) при � = �	"
, � = �	"
 имеет 

q-цикл c начальной точкой �� = �("). 
Приведем, критерий устойчивости возникающих q-циклов со стартовой точкой �	"
 

системы (1). Верна  

Теорема 2. При всех малых значениях " > 0q-цикл со стартовой точкой �	"
 системы 

(1) устойчив, если �� > 0 и неустойчив, если �� < 0. 

Устойчивость нулевой неподвижной точки системы (1) можно определить из следую-

щей теоремы. 

Теорема 3. При всех малых значениях " > 0 нулевая неподвижная точка системы (1) 

при� = �	"
, � = �	"
 асимптотически устойчива, если �� < 0 и неустойчива, если �� >

0. 

Из теорем 2 и 3, а также из того факта, что бифуркационные q-циклы системы (1) не 

могут быть асимптотически устойчивыми, получим следствия: если нулевая непо-

движная точка системы (1) при � = �	"
, � = �	"
 асимптотически устойчива, то воз-

никающий q-цикл со стартовой точкой �	"
 неустойчив; если этот цикл является 

устойчивым, то неподвижная точка � = 0 неустойчива. 

Приведем доказательства теорем 2 и 3.  
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Доказательство теоремы 2. Следующее вспомогательное утверждение доказывается 

проведением несложных преобразований. 

Лемма 1. Для любого натурального числа #верно соотношение  

��$���,�,�% = (1 + �)������	�,�,�
. 

С учетом данной леммы число �� примет вид  

�� = −(���
�2��� + �����2���),   (4) 

а ��	�,�,�
 –  

��	�,�,�
 = &��	���	�,�,�
,   (5) 

где & = 1 + 	1 + �
� + (1 + �)� +⋯+ (1 + �)�(�	�) + (1 + �)�(�	�). 
При всех малых "свойства устойчивости q-циклов системы (1), стартующих из точки 

�	"
, и неподвижных точек �	"
 системы (2) одинаковы [4]. Поэтому достаточно полу-

чить критерий устойчивости неподвижной точки �	"
 системы (2). Для простоты вы-

числений перейдем к комплексной форме в уравнении (2) заменой ' = � + ��. Тогда 

уравнение (2) примет вид: 

' = (1 + �)�����(
���)�$' + &(1 + �)�	����(�	�)(
���)��|'|�'%. (6) 

Пусть � = (1.0)Т . Тогда неподвижная точка �	"
  в комплексной форме примет 

вид'(") = �(") + ��("), где �	"
 = " + 
("), �	"
 = 
("). 
Обозначим через)(',�,�)правую часть системы (6). Критерием устойчивости непо-

движной точки '(") будет условие *�)(',�	"
,�	"
����(�)� * < 1. С учетом формул для �	"
, 

�	"
, '("), а также формулы (5) последнее условие примет вид |1 − 2���"� + 
("�)| < 1. 

Отсюда следует справедливость теоремы 2. 

Доказательство теоремы 3. Критерием асимптотической устойчивости нулевой непо-

движной точки ' = 0 системы (6), что равносильно асимптотической устойчивости ну-

левой неподвижной точки � = 0 системы (2), является соотношение 

|�)(',�	"
,�	"
����� | < 1. С учетом формул �	"
, �	"
, а также формулы (4) последнее 

условие примет вид |1 + ���"� + 
("�)| < 1. Таким образом, нулевая неподвижная точ-

ка асимптотически устойчива, если �� < 0, и неустойчива, если �� > 0. Теорема дока-

зана. 
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This article examines the question of the stability of cycles that occur in the prob-

lem on bifurcation points of equilibria of discrete dynamical systems in the case of 

a weak resonance. Obtained new signs of stability cycles and equilibrium point, 

defined the characteristics that determine the properties of stability. 

Keywords: dynamic systems, stability, bifurcation, periodic solution, equilibrium 

points. 

 


