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В данной статье рассматривается двупараметрическая система с периодиче-

скими коэффициентами. Изучаются вопросы устойчивости периодических 

решений, возникающие при бифуркации. Приводятся новые признаки 

устойчивости в случаях сильного и слабого резонанса. 
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Рассматривается система дифференциальных уравнений с T-периодической правой 

частью, зависящая от двух скалярных параметров �, � 

 �� = ���,�,��� + �(�, �,�, �), � ∈ 	�,  (1) 

где матрица ���,�, �� и вектор-функция �(�, �,�,�) непрерывны по � и непрерывно 

дифференцируемы по �, �, �; нелинейность �(�, �,�,�) представима в виде 

 ���, �,�,�� = ����, �,�,�� + ����, �,�, �� + ��
��, �,�, ��,  (2) 

где ����, �,�,�� и ����, �,�,�� содержат, соответственно, квадратичные и кубические по 

� слагаемые, а нелинейность ��
��, �,�,�� удовлетворяет соотношению ‖��
��, �,��‖ =

О‖�‖� при ‖�‖ → 0 равномерно по �, �,�; матрица ���,�,�� имеет вид, часто встречаю-

щийся в приложениях 

 ���,�,�� = �� + �� − ��������� + �� − ��������� + ��(�,�,�),  (3) 

где ��(�,�,�) удовлетворяет соотношению вида max
�

‖��(�,�)‖ =
(|� − ��|�) при 

|� − ��| → 0; здесь � = (�,�) и |�| = ��� + ��; система (1) при любых значениях пара-

метров �,� имеет нулевую точку равновесия	� = 0. 

Обозначим через �(�,�) матрицу монодромии линейной системы � ′ = ���,�,���, со-

ответствующей (1).  

Пусть ��,�� некоторые значения параметров �,�. Рассмотрим следующий случай не-

гиперболичности системы (1), когда матрица ����,��� имеет пару простых собствен-
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ных значений вида �±��	
, � ∈ (0,
�

�
], где А) � иррационально; В) � рационально: � =

�

�
 – 

несократимая дробь, � ≥ 5; С) � рационально: � =
�

�
 – несократимая дробь, 2	 ≤ � ≤ 4. 

В данном случае точку (��,��) принято называть точкой бифуркации. 

В случае А в пространстве 	� = ���, ��: � ∈ 	�,� ∈ 	�� возникает инвариантная поверх-

ность в виде "цилиндра", которая ограничивает точку равновесия � = 0. Поверхность 

"цилиндра" гладко зависит от �,� и она стягивается к нулевому решению � = 0 при 

� → �� и � → ��. "Цилиндр" может быть как асимптотически устойчивым (т.е. притяги-

вать решения, стартующие из некоторой окрестности данной поверхности) так и не-

устойчивым (т.е. отталкивать решения, стартующие из некоторой окрестности данной 

поверхности). В данном случае типичным является сценарий, при котором на поверх-

ности "цилиндра" возникают квазипериодические решения системы (1). В случаях В и 

С основным сценарием является бифуркация субгармонических колебаний периода 

��. На плоскости параметров (�, �) областью существования субгармонических коле-

баний являются множества, упирающиеся своим клювом в точку бифуркации (��,��) 

называемые языками Арнольда (см. [8]). Язык Арнольда представляет собой множе-

ство тех значений параметров (�,�), при которых система (1) имеет �Т-периодические 

решения, амплитуды которых стремятся к нулю при стремлении точки (�,�) к (��,��). 

В случае С язык Арнольда является достаточно широким, в случае В это множество 

чрезвычайно узкое, фактически вырождаются в кривую. В случае В аналогично случаю 

А в пространстве 	�	возникает поверхность в виде "цилиндра" и на ее поверхности 

при каждом (�,�) из соответствующего языка Арнольда возникает сразу два периоди-

ческих решения с периодом ��. Здесь возможны две ситуации: 1) когда нулевое реше-

ние системы (1) неустойчиво, одна из периодических решений устойчива, а другая не-

устойчива, при этом "цилиндр" является асимптотически устойчивым; 2) когда нуле-

вое решение асимптотически устойчиво, оба периодических решения неустойчивы, 

при этом "цилиндр" является неустойчивым. В случае С при � = 2	(� = 3) в системе (1) 

при каждом (�,�) из соответствующего языка Арнольда возникает ровно одно не-

устойчивое 2�-периодическое (3�-периодическое) решение, причем нулевое решение 

при данном значении параметра может быть как асимптотически устойчивым, так и 

неустойчивым. При � = 4 ситуация более сложная. При некоторых значениях (�, �) из 

языка Арнольда возникает по одному 4�-периодическому решению, при других сразу 

два 4�-периодических решения. Причем решения, возникающие при значениях пара-

метра из одного и того же языка Арнольда могут иметь разные свойства устойчивости. 

Отметим, что случай С обычно называется сильным резонансом, а случай В принято 

называть слабым резонансом. 

Изучению систем вида (1), в случае, когда точка равновесия является негиперболиче-

ской, посвящены многочисленные исследования (см., например, [1–9] и имеющуюся 

там библиографию). Основной интерес вызывают следующие вопросы: условия при 
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которых возникают бифуркации, при каких значениях параметров возникают бифур-

кационные решения (постоянные, периодические и др. решения), условия устойчиво-

сти и т.п.  

В данной статье рассматриваются вопросы устойчивости периодических решений си-

стемы (1), возникающих при бифуркации в случаях В и С (� = 4). Приводятся новые 

теоремы об устойчивости основанные на операторных методах исследования локаль-

ных бифуркаций ([10–15]). 

Пусть для системы (1) выполнены условия В или С. Тогда матрица �� (а вместе с ней и 

транспонированная матрица ��
∗ ) имеет пару простых чисто мнимых собственных зна-

чений ±
��	




. Обозначим через � ± �� и �∗ ± ��∗ соответствующие собственные векторы 

матриц �� и ��
∗ . 

Определим число � = ���, �∗����,�∗� − ���, �∗����,�∗�. Здесь �� = � ��������� +
�


�

��������(�)���, �� = � ��������� + ��������(�)��


�
��, где ����� = �����, ������ =

� ���������������������, ������ = � ����������������������

�

�

�
. 

Теорема 1. Пусть � ≠ 0, тогда пара ���,��� является точкой бифуркации �� −периоди-

ческих субгармонических колебаний системы (1). Существуют непрерывные функции 

�� � = �� + 
� �,�� � = �� + 
� � и �� � =  � + 
( �) такие, что система (1) при � =

�� �	и	� = �( ) имеет �Т-периодическое решение с начальным условием ��0,  � = �( ). 

Здесь -малый вспомогательный параметр. 

Значение (��,��) двумерного параметра (�,�) называют точкой бифуркации �� −пе-

риодических субгармонических колебаний cистемы (1), если каждому  > 0 соответ-

ствует такие � = �( ), � = �( ) при которых система (1) имеет ненулевое �Т-

периодическое решение �(�,  ), причем �( ) → ��, �( ) → �� и max
�

‖�(�,  )‖ → 0 при  → 0.  

Функции �� � и �� � образуют кривую принадлежащую языку Арнольда. При каждом 

(�,�) из данной кривой возникает одно �Т-периодическому решению, именно c 

начальной точкой �� � =  �	 + 
( �). Функции �� �, �� �, �� � вычисляются с использо-

ванием векторов �,�, 	�∗,�∗. Пары векторов �,� и 	�∗,�∗ сохранением угла и нормы 

можно повернуть вокруг их начал на любой угол ! ∈ [0,2"]. Причем с каждым новым 

полученным набором векторов �(!),�(!), 	�∗(!),�∗(!) условие теоремы 1 выполняется 

и следовательно при � = �� ,!�, � = �� ,!� в системе (1) возникает семейство �Т-

периодических решений c начальной точкой �� ,!� =  �(!) 	+ 
( �). Соответствующее 

решение будем называть субгармоническим колебанием по направлению вектора 

�(!). Совокупность кривых � = �� ,!�, � = �� ,!� при ! ∈ [0,2"] и образует, язык Ар-

нольда. 
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Критерии устойчивости будут приведены для периодических решений одного направ-

ления вектора ��0� = �. Обозначим #� = � �������(�����, �,��,��)���


�
, где 	����� = �����. 

Определим числа �� ,�� по формуле $����% = −&�� '(#� , �∗)
(#� ,�∗)*, где & = $(��, �∗) (��, �∗)

(��,�∗) (��,�∗)
% .  

Сначала приведем признаки устойчивости субгармонических колебаний системы (1) 

для случая слабого резонанса (В.) Определим матрицу  

+� = � ������


�
[�������� + ��������]������. 

Теорема 2. Случай � ≥ 5. Пусть вещественные части собственных значений матрицы 

+� отрицательны, тогда при всех малых значениях  > 0 семейство -периодических 

субгармонических колебаний ���,  �	системы (1) возникающие на кривой � = �� �,� =

�( ) стартующие из точек �� � неустойчивы; второе семейство ��-периодических суб-

гармонических колебаний системы (1) возникающие на той же кривой неустойчивы; 

нулевое решение системы (1) при тех же значениях параметра � = �� �,� = �( ) 

асимптотически устойчиво. Пусть хотя бы одно собственное значение матрицы +� 

имеет положительную действительную часть, тогда при всех малых значениях  > 0 

семейство �-периодических субгармонических колебаний ���,  �	системы (1) возника-

ющие на кривой � = �� �,� = �( ) стартующие из точек �� � устойчивы; второе семей-

ство ��-периодических субгармонических колебаний системы (1) возникающие на той 

же кривой неустойчивы; нулевое решение системы (1) при тех же значениях парамет-

ра � = �� �,� = �( ) неустойчиво. 

Приведем признаки устойчивости субгармонических колебаний системы (1) для слу-

чая сильного резонанса (С. (� = 4)). 

Определим матрицу �� = � ������


�
,���������� + � ������


�
,��������-� ������

�
,��.������./��. 

где ,���� = �������� + �������� + ���� ������, �,��,���, 

,���� = �������� + �������� + ���� ������, �,��,��� + ���� ������, �,��,���. 
Здесь ����� = ���� � ������

�
������.�, .,��,����.. 

Теорема 3. Случай � = 4. Пусть вещественные части собственных значений матрицы �� 

отрицательны, тогда при всех малых значениях  > 0 семейство �Т-периодических 

субгармонических колебаний ���,  �	системы (1) возникающие на кривой � = �� �,� =

�( ) стартующие из точки �� � асимптотически устойчивы; пусть хотя бы одно соб-

ственное значение матрицы �� имеет положительную действительную часть, тогда эти 

решения неустойчивы. 
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Доказательство теоремы 2. Ограничимся приведением доказательства теоремы 2. 

Значения параметров, при которых возникают субгармонические колебания ���,  � пе-

риода �� по направлению вектора �	системы (1) определяются по формулам [10] 

 �� � = �� +  �� +  ��� + 0� ��,�� � = �� +  �� +  ��� + 0� ��,  (4) 

где  

 �� = 1��#��, 	�� = 1��#��, 	�� = 1��2 + #��, 	�� = 1��2 + #��,  (5) 

#� = 3 �������������, �,�����	�4 = 2,3�,

�


�

 

2 = ���5�� ���,�,�������� + ��-5�� ���,��,��/
����

+ #��′ (��)�� + 

+
��
�

2
[����� ���,�,���]���� + ����[����� ���,�,��]����

����

+
���
2

[����� ���,��,��]����. 

Здесь -1��6�, 1��6�/ = −&����6, �∗�, �6,�∗��; ���,�,�� = 7��,�,���, 5��,�,�� = 7��,�,����, где 

7(�,�,�) – фундаментальная матрица решений линейной системы �� = ���,�,���; �� =

��� + ���, ����� = �����. 

Сами субгармонические колебания представимы в виде  

 ���,  � =  ����� +  ������ + 0� ��,  (6) 

где ����� решение задачи Коши 8�� = ��� + [�������� + ��������]����� + ��(�����, �,��,��)

��0� = �� . 

Свойства устойчивости субгармонических колебаний ���,  � системы (1) возникающих 

при � = �� �	и	� = �( ) равносильны свойству устойчивости нулевого решения � = 0 

системы 

 �′ = ��(�,�� �,�� �) + �′�(���,  �, �,�� �,�� �)��,  (7) 

где ��′ (���,  �, �,�� �,�� �) – матрица Якоби вектор-функции �(�, �,�� �,�� �) вычислен-

ная при � = ���,  �. Систему (11) с учетом (2), (3), (4), (6) можно представить в виде 

 � ′ = ��� +  ,���� +  �,�(�)�� + ����,  ��,  (8) 

где  

,���� = �������� + �������� + ���′ ������, �,��,���, 

,���� = �������� + �������� + ���� ������, �,��,��� + ���� ������, �,��,��� + 

+
��
�

2
����
�� (�,��,��) + ��������

′′ ��,��,��� +
���
2

����
′′ ��,��,���, 
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��(�,  ) – 	��-периодическая матрица, удовлетворяющая оценке  

lim
�→�

max
�����


‖����,  �‖
 � = 0. 

Обозначим через �( ) матрицу монодромии линейной системы (8). Здесь �� � =

Χ(��,  ), где Χ(�,  ) – фундаментальная матрица решений системы (8). Матрица �( ) 

представима в виде  

�� � = �� +  �� +  ��� + ��� �, 
где �� = ��0� = ����
, �� = ���0�, �� =

�

�
����0�, а ��� � = 
( �) при  → 0. 

C учетом того, что матрица Χ(�,  ) удовлетворяет интегральному уравнению  

Χ��,  � = ����I + 3���(���)

�

�

� ,���� +  �,���� + ����,  ��Χ��,  ���, 

получим  

�� = � ������


�
,����������,  

�� = � ������


�
,���������� + � ������


�
,��������-� ������

�
,��.������./��. 

Матрица �� имеет полупростое собственное значение 1 кратности 2. Поэтому характер 

устойчивости нулевого решения � = 0 системы (8), что равносильно, характер устой-

чивости семейства qT-периодических решений �(�,  ) системы (1) определяется соб-

ственными значениями матрицы ��, если данная матрица ненулевая. Если �� нулевая, 

устойчивость будет определяться собственными значениями матрицы ��.  

По условию теоремы � = 4, где � – число из условия С. В данном случае матрица �� ну-

левая. Покажем это. Несложно доказать, что матрица � ������


�
���� ������, �,��,���������, 

содержащаяся в составе матрицы �� нулевая. Теперь покажем, что числа ��, �� при � =

4 нулевые.  

Задача о бифуркации субгармонических колебаний системы (1) равносильна задаче о 

бифуркации q-циклов дискретной динамической системы  

 ���� = ���,��� + 9��,�,��,: = 0,1,2, …,  (9) 

где �� ∈ 	�,���,��� + 9��,�,��:	� → 	� – оператор сдвига по траекториям системы (1) 

за время от 0	до	� [5]. Здесь �(�,�) – матрица монодромии линейной системы � ′ =

���,�,���, а 9��,�,�� равномерно по � удовлетворяет соотношению ‖9(�,�,�)‖ =


�‖�‖�� при ‖�‖ → 0. Если система (1) при � = �� � и � = �( ) имеет ��-периодическое 

решение, удовлетворяющее начальному условию ��(�,  )���� = �( ), то уравнение (9) 
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при тех же значениях параметра имеет имеет �-цикл стартующий из точки �( ). Верно 

и обратное, если уравнение (9) имеет �-цикл стартующий из точки �( ), то система (1) 

имеет ��-периодическое решение удовлетворяющее начальному условию ��(�,  )���� =

�( ). Причем для периодического решения �(�,  ) и цикла верны соотношения 

��0,  � = �( ), ���,  � = ��( ), ��2�,  � = ��( ), … , �(�� − 1��,  ) = ����( ), ����,  � = �( )	. 
Поэтому бифуркация субгармонических колебаний периода ��	системы (1) трансфор-

мируется в бифуркацию q-циклов дискретной динамической системы (9) с теми же 

качественными характеристиками. В частности и субгармонические колебания систе-

мы (1) и бифуркационные q-циклы системы (9) происходят при одних и тех же значе-

ниях параметров � = �� � и � = �( ). Для дискретной динамической системы специ-

ального вида, которому сводится системы (1) доказано (см. работу [11]), что числа ��, 

�� и вектор 2 в формулах (4), (5) нулевые при � = 4. Теорема доказана. 
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This article discusses a two-parameter system with periodic coefficients. The prob-

lems of stability of periodic solutions arising from bifurcation are studied. New 
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